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�

Введение

1. Понятия дифференциальных уравнений и их систем.

Обыкновенное дифференциальное уравнение порядка n имеет следующий общий вид

	� EMBED Equation.2  ���		 (1.1)

Уравнение порядка n, разрешенное относительно старшей производной

	� EMBED Equation.2  ���	 (1.2)

Уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной 

	� EMBED Equation.2  ���		(1.3)

Система дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных, называется нормальной системой

	� EMBED Equation.2  ���		 (1.4)

Очевидно, уравнение вида (1.2) может быть сведено к нормальной системе вида (1.4) подстановками 

	� EMBED Equation.2  ���	(1.5)

Всякое решение системы (1.4) можно интерпретировать как интегральную кривую в (n+1)-мерном пространстве переменных (x,y1,...yn). Подпространство переменных (y1,...,yn) называется фазовым пространством, а проекция интегральной кривой на фазовое пространство - фазовой кривой.

Общее решение дифференциального уравнения порядка n имеет вид

	y=y(x;C1,...,Сn),		 (1.6)

где C1,...,Сn - произвольные постоянные.

Общий интеграл дифференциального уравнения порядка n имеет вид

	F(x,y;C1,...,Сn)=0,		 (1.7)

Часть 1. Исследование существования и единственности решения задачи Коши

3. Постановка задачи с начальными данными (задачи Коши). Понятие корректности постановки задачи. Лемма Гронуолла-Беллмана.

Дифференциальное уравнение имеет, вообще говоря, бесконечное множество решений. Чтобы выделить отдельную интегральную кривую, представляющую собой так называемое частное решение системы (1.4), надо задать дополнительные условия. В задаче Коши такими условиями являются начальные условия вида

	� EMBED Equation.2  ���.		 (3.1)

Лемма (Гронуолла). Если непрерывная функция y(x) удовлетворяет при x([x0;b] неравенству

	� EMBED Equation.2  ���,		(3.2)

где функция B(x)(0 непрерывна, то при x([x0;b] имеет место оценка

	� EMBED Equation.2  ���.		(3.3)

4. Единственность решения задачи Коши для уравнения первого порядка,                                                                                      разрешенного относительно производной.

Будем рассматривать уравнение первого порядка (1.3), разрешенное относительно производной.

Теорема (Осгуда). Пусть функция ((u) положительна при u((0;c], непрерывна, и 

	� EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ���.		(4.1)

Тогда если функция f(x,y) для любой пары точек вида (x,y1), (x,y2) удовлетворяет условию

	� EMBED Equation.2  ���,	 (4.2)	

то через каждую точку (x0,y0) области G проходит не более одной интегральной линии уравнения (1.3).

Особенно часто применяют теорему, полагая ((u)=Ku. В этом случае условие (4.2) называется условием Липшица по у:

	� EMBED Equation.2  ���,	 (4.3)	

Условие Липшица удовлетворяется, в частности, если f(x,y) имеет в G ограниченную частную производную по y.

5. Существование решения задачи Коши для уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной.

Теорема (Арцеля). Пусть на конечном интервале (a,b) дано семейство {fn(x)} функций, равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных на этом интервале. Тогда из этого семейства можно выбрать равномерно сходящуюся на (a,b) последовательность функций.



Теорема. Будем рассматривать уравнение первого порядка (1.3), разрешенное относительно производной. Если функция f(x,y) ограничена и непрерывна в области G, то через каждую точку (x0,y0) этой области проходит по крайней мере одна интегральная линия уравнения (1.3).

Доказательство проводится с помощью ломаных Эйлера.

6. Теоремы существования и единственности решения задач Коши для нормальной системы и уравнения n-го порядка.

Рассмотрим задачу Коши для нормальной системы вида (1.4) с начальными условиями 

	� EMBED Equation.2  ���		(6.1) 

Теорема. Пусть область D в (n+1)-мерном пространстве определяется условиями 

	x([x0 - a; x0 + a], yi ([yi0 - bi; yi0 + bi]	 (6.2)

 и правые части fi(x,y1,...,yn) уравнений системы в области D

(1) непрерывны и (2) удовлетворяют условию Липшица

	� EMBED Equation.2  ���,	 (6.3)

то рассмариваемая задача Коши имеет решение, причем единственное.

7. Общий интеграл уравнения первого порядка. Интегрирующий множитель.

См. [4], c. 94; [2], c. 32.

Уравнение первого порядка (1.3) всегда можно представить в виде

	M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0		(7.1)

Если предположить, что существует функция P(x,y), такая, что 

	� EMBED Equation.2  ���,		 (7.2)

то (7.1) есть уравнение в полных дифференциалах:

	dP(x,y) = 0		(7.3)

 и его общий интеграл есть:

	P(x,y) = C.		 (7.4)

Утверждение. Уравнение (7.1), имеющее общий интеграл, есть уравнение в полных дифференциалах тогда и только тогда, когда

	� EMBED Equation.2  ���.		 (7.5)



Если левая часть уравнения (7.1) не есть полный дифференциал, то следует найти интегрирующий множитель u(x,y), при умножении на который левая часть уравнения станет полным дифференциалом.

Утверждение. Всякое уравнение, для которого существует общий интеграл (7.3), имеет и интегрирующий множитель.

Утверждение. Любые два интегрирующих множителя u и u1 связаны условием:

	u1 = ((P) u,		 (7.6)

где ( - дифференцируемая функция.

8. Дифференциальные уравнения первого порядка, неразрешенные относительно производной. Теорема существования и единственности решения.

Будем интегрировать дифференциальное уравнение первого порядка общего вида

	F(x,y,y’)=0.		(8.1)

Обозначив y’=p, перепишем это уравнение в виде 

	F(x,y,p)=0.		(8.2)

Это уравнение задает поверхность в трехмерном пространстве, которую можно задать параметрически: 

	x=X(u,v), y=Y(u,v), p=P(u,v).	(8.3)

Из соотношения dy=pdx получаем

	� EMBED Equation.2  ���.	(8.4)

Тогда связь параметров u и v представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение, разрешенное относительно производной: 

	� EMBED Equation.2  ���.		(8.5)

 Семейство решений этого уравнения запишем в виде v=((u,C). Тогда в силу (8.3) получим семейство интегральных кривых уравнения (8.1), записанное в параметрической форме:

	x=X(u, ((u,C)), y=Y(u, ((u,C))	 (8.6)

Теорема 8.1. Пусть в замкнутой окрестности точки (x0 , y0 , p0) функция F(x,y,y’) 

(1) непрерывна по всем аргументам;

(2) имеет частную производную � EMBED Equation.2  ���, отличную от нуля;

(3) имеет ограниченную частную производную � EMBED Equation.2  ���.

Тогда существует единственное решение уравнения (8.1) (при x([x0-h; x0+h], где h достаточно мало), удовлетворяющее условиям y(x0)=y0; y’(x0)=p0 , где F(x0,y0,p0)=0.

9. Особые решения уравнения первого порядка, неразрешенного относительно производной.

Будем называть особым множеством уравнения (8.1) множество точек (x,y), в которых нарушается единственность его решений. 

В точках особого множества должно быть нарушено одно из условий теоремы 8.1. Пусть соблюдены условия (1,3) нарушается условие (2), т.е.

	F(x,y,p)=0        и	  � EMBED Equation.2  ���	(9.1)

Исключая из этих уравнений переменную р, получим уравнение вида

	((x,y)=0,		 (9.2)

которому должны удовлетворять точки особого множества. Кривая, определяемая уравнением (9.2), называется р-дискриминантной кривой. Если какая-нибудь ветвь y=((x) кривой (9.2) принадлежит особому множеству и является интегральной кривой, то функция y=((x) называется особым решением уравнения (8.1), а соответствующая кривая называется особой интегральной кривой.

Назовем огибающей семейства кривых 

	((x,y,С)=0,		 (9.3)

кривую, которая в каждой своей точке касается некоторой кривой семейства (9.3) и каждого отрезка которой касается бесконечное множество кривых этого семейства.

Утверждение. Огибающая семейства интегральных кривых уравнения (8.1) всегда является особой интегральной кривой.

Часть 2. Регулярные и сингулярные возмущения задачи

10. Непрерывность и дифференцируемость решений дифференциальных уравнений по начальным данным и параметрам.

Рассмотрим линейное уравнение, разрешенное относительно производной, с правой частью, зависящей от параметра q:

	� EMBED Equation.2  ���		 (10.1)

Теорема 10.1. Пусть правая часть уравнения (10.1) 

(1) непрерывна по q при q ( [q1 ; q2] 

и удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности:

(2) при любом q непрерывна по х и y в прямоугоольнике D;

(3) удовлетворяет в этом прямоугольнике условию Липшица (4.3) c константой K, не зависящей от q.

Тогда решение y(x,q) этого уравнения, проходящее через точку (x0;y0), непрерывно зависит от q.

Доказательство: см. [2], c. 54.

11. Регулярно возмущенные системы дифференциальных уравнений.

См. [3], c.177;

Рассмотрим начальную задачу с параметром q вида

	� EMBED Equation.2  ���,	y(0,q) = y0.	 (11.1)

При этом будем считать, что q изменяется в некоторой окрестности значения q=0. Рассмотрим “упрощенную” задачу, которая получается из (11.1), если положить q=0:

	� EMBED Equation.2  ���,	y(0) = y0.	(11.2)

Обозначим решение задачи (11.2) как y*(x) . Из теоремы 10.1 о непрерывности решения по параметру, получим, что при x([0;T]

	y(x, q) = y*(x)+((x,q),		(11.3)

где ((x,q)(0 при q(0. Таким образом,  y*(x) служит для y(x, q) приближенным выражением, а ((x,q) - погрешность этого приближения.

Теорема 11.1. Пусть в некоторой области D пространства трехмерного пространства переменных x,y,q обладает непрерывными и равномерно ограниченными частными производными по y и по q до порядка n+1 включительно. Тогда на некотором сегменте [0;T] для решения y(x,q) задачи (11.1) справедливо представление

	� EMBED Equation.2  ���,	(11.4)

где (n+1(x,q)=O(qn+1).



Теорема 11.2 (о существовании решения возмущенной задачи). Пусть в области 

	G = { x, y, q | x ( [0;T], |y| ( b, |q| ( q* } 	(11.5)

функция f(x,y,q) непрерывна по совокупности аргументов и удовлетворяет условию Липшица по у:

	� EMBED Equation.2  ���.	(11.6)

Пусть для q=0 и x ( [0;T] существует и единственно решение y*(x) и эта кривая попадает в область G. Тогда при каждом достаточно малом q решение y(x,q) возмущенной задачи (11.1) также существует и принадлежит G, причем это решение равномерно относительно x сближается с решением невозмущенной задачи y*(x) при q(0.

12. Сингулярно возмущенные системы.

См. [3], c.183;

Возмущения системы, где малый параметр входит в одно из уравнений в качестве коэффициента при старшей производной, получили названия сингулярных.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

	qz’(x) = F (x,y,z)	y’(x) = f (x,y,z)	(12.1)

где q>0 является малым параметром. Поставим начальную задачу 

	z(0,q) = z0,	y(0,q) = y0.	(12.2)

Полагая q = 0, получим вырожденную (невозмущенную) систему уравнений

	� EMBED Equation.2  ���,	� EMBED Equation.2  ���.	(12.3)

Часть 3. Исследование решений задачи Коши

13. Линейное дифференциальное уравнение n-го порядка и его общие свойства. 

См. [2], c.93; [3], c. 73; [4], c. 180.

Линейным дифференциальным уравнением называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и всех ее производных:

	� EMBED Equation.2  ���.	(13.1)

Если правая часть f(x)(0, то уравнение называется однородным.

Утверждение 13.1. Линейность и однородность уравнения сохраняются при любом преобразовании независимого переменного x = ((t), где ( - произвольная n раз дифференцируемая функция с отличной от нуля производной. Эти свойства уравнения сохраняются также при линейном однородном преобразовании неизвестной функции y(x)=a(x)z(x).

Утверждение 13.2. Если комплекснозначная функция действительного переменного

	f(x) = u(x) + iv(x)		(13.2)

является решением линейного уравнения (13.1) с действительными коэффициентами, то функции u(x) и v(x) также являются решениями этого уравнения.



14. Общая теория линейного однородного уравнения n-го порядка. Определитель Вронского. Фундаментальная система решений.

Запишем линейное однородное уравнение в следующем виде:

	� EMBED Equation.2  ���.	(14.1)

Выражение L[y] будем называть линейным дифференциальным оператором.

Утверждение 14.1. Произвольный линейный дифференциальный оператор сохраняет линейную комбинацию функций:

	� EMBED Equation.2  ���,		(14.2)

где  ci - постоянные.

Следствие. Линейная комбинация с  произвольными постоянными коэффициентами решений уравнения (14.1) снова является решением (14.1).

Функции y1(x), y2(x),..., yn(x), рассматриваемые на отрезке [a;b], называются линейно зависимыми, если существуют числа a1, a2,...,an , не все равные нулю, такие, что на этом отрезке

	� EMBED Equation.2  ���(0.		(14.3)

Если же из (14.3) следует a1=a2=...=an=0, то данные функции называются линейно независимыми.

Определитель вида

	� EMBED Equation.2  ���,	(14.4)

составленный из функций yi и их производных до (n-1) порядка включительно, называется определителем Вронского этих функций.

Теорема 14.2. Если функции yi линейно зависимы, то их определитель Вронского тождественно равен нулю.

Теорема 14.3. Если функции yi линейно независимы и являются решениями линейного однородного уравнения (14.1), то их определитель Вронского не обращается в нуль ни в одной точке рассматриваемого интервала.

Любая система из n линейно независимых частных решений уравнения (14.1) называется фундаментальной системой.

Теорема 14.4. Для всякого линейного однородного уравнения существует фундаментальная система.

Утверждение 14.5. Если на некотором интервале коэффициенты уравнения (14.1) непрерывны, то определитель Вронского, составленный из системы n решений этого уравнения, или тождественно равен нулю, или не обращается в ноль ни в одной точке этого интервала.

Теорема 14.6. Если функции y1(x), y2(x),..., yn(x) образуют фундаментальную систему решений уравнения (14.1), то общее решение дается формулой:

	y(x) = C1y1(x) +C2y2(x) + ... + Cnyn(x),	(14.5)

где C1, C2..., Cn - произвольные постоянные.



15. Построение дифференциального уравнения по известной фундаментальной системе решений. Формула Остроградского-Лиувилля.

См. [2], c. 103; [4], c. 190.

Теорема 15.1. Если два линейных однородных уравнения вида (14.1) имеют общую фундаментальную систему решений, то эти уравнения тождественны между собой.

Таким образом, фундаментальная система решений полностью определяет однородное линейное уравнение с единичным старшим коэффициентом. 

Утверждение 15.2. Чтобы по данной фундаментальной системе решений y1(x), y2(x),..., yn(x) построить соответсвующее линейное однородное уравнение, достаточно приравнять нулю определитель Вронского, составленный из этих частных решений и неизвестной функции y; то есть дифференциальное уравнение может быть записано в виде

	W[y1,y2,..., yn;y] = 0.		(15.1)

Утверждение 15.3. Определитель Вронского определяется через коэффициент p1(x) при y(n-1) с точностью до константы следующим образом:

	� EMBED Equation.2  ���.	(15.2)

Равенство (15.2) носит название формулы Остроградского-Лиувилля.



16. Понижение порядка линейного однородного уравнения при известном частном решении.

Применим формулу Остроградского-Лиувилля к нахождению общего решения дифференциального уравнения второго порядка

	� EMBED Equation.2  ���,		(16.1)

у которого нам известно одно частное решение y1. Пусть y - произвольное решение (16.1). Составим из y и y1 определитель Вронского и вычислим его согласно (15.2).

	� EMBED Equation.2  ���.	(16.2)

Деля обе части на � EMBED Equation.2  ���, находим:

	� EMBED Equation.2  ���,	(16.2)

откуда y определяется одной квадратурой.

Рассмотрим теперь линейное однородное уравнение (14.1) произвольного порядка n и покажем, что каждое известное частное решение позволяет понизить его порядок на единицу. Пусть y1 - частное решение данного уравнения. Будем считать, что оно не обращается в ноль на рассматриваемом интервале и сделаем замену искомой функции соотношением:

	y = y1z.		(16.3)

Поставляя (16.3) в исходное уравнение, получим дифференциальное уравнение порядка n относительно z:

	� EMBED Equation.2  ���,	(16.4)

где коэффициент an(x) при z оказывается равен L[y1], что тождественно равно нулю, так как y1 - решение, а коэффициент a0(x) при z(n) оказывается равен y1, а поэтому никогда в ноль не обращается. Разделив на этот коэффициент и отбрасывая последний член, получим уравнение порядка n-1 вида:

	� EMBED Equation.2  ���,	(16.5)

относительно производной z, обозначенной как u:

	� EMBED Equation.2  ���. 		(16.6)

Пусть для уравнения (16.5) получена фундаментальная система u1,...,un-1. Тогда фундаментальной системой решений для (16.4) будет

	z1=1, z2=� EMBED Equation.2  ���, ... , zn=� EMBED Equation.2  ���,	(16.7)

а соотвествующая фундаментальная система исходного уравнения (14.1) будет:

	y1,  y2=y1� EMBED Equation.2  ���, ... ,  yn=y1� EMBED Equation.2  ���,	(16.7)

Утверждение 16.1. Если известно r линейно независимых частных решений линейного однородного уравнения, то его порядок может быть понижен на r единиц.

17. Неоднородное линейное уравнение n-го порядка.

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение вида

	� EMBED Equation.2  ���.	(17.1)

Утверждение 17.1. Если известно какое-нибудь частное решение Y(x) уравнения (17.1) и общее решение y(x;C1,..., Cn) соответствующего однородного уравнения (14.4), то общее решение неоднородного уравнения может быть найдено как 

	y = y(x;C1,..., Cn) + Y(x)		(17.2)

Теорема 17.2. Если известна фундаментальная система решений однородного уравнения, то общее решение неоднородного уравнения может быть найдено при помощи квадратур.

Доказательство основывается на методе вариации постоянных. Будем искать общее решение неоднородного уравнения (17.1) в виде

	y(x) = C1(x)y1(x) +C2(x)y2(x) + ... + Cn(x)yn(x),	(17.3)

где y1, ... , yn - фундаментальная система решений однородного уравнения (14.1).

Функции Ci определяются с точностью до констант из следующей системы n линейных уравнений относительно их производных:

	� EMBED Equation.2  ���

	� EMBED Equation.2  ���

	. . . . . . . . . . .		(17.4)

	� EMBED Equation.2  ���

	� EMBED Equation.2  ���.

Определитель системы (17.4) всюду отличен от нуля, так как этот определитель является определителем Вронского, составленным из фундаментальной системы решений однородного уравнения (14.4). Определив из системы (17.4) Ci’(x)=gi(x), квадратурами находим 

	Ci(x) = � EMBED Equation.2  ���		(17.5)

и подставив эти выражения в (17.3),  получаем общее решение неоднородного уравнения (17.1).

18. Линейное уравнение с постоянными коэффициентами. Исследование уравнения колебания маятника.

См. [2], c. 107; [4], c. 216

Пусть в линейном однородном уравнении вида (14.1) все коэффициенты pi(x)(ai являются постоянными числами:

	� EMBED Equation.2  ���.	(18.1)

Этот класс уравнений замечателен тем, что для него нахождение фундаментальной системы решений сводится к алгебраическим операциям, а именно к решению следующего алгебраического уравнения n-й степени:

	� EMBED Equation.2  ���.	(18.2)

Многочлен F(k) называется характеристическим многочленом, а уравнение (18.2) называется характеристическим уравнением для дифференциального уравнения (18.1).

Если k является корнем (18.2), то полагая y=exp(kx), получим частное решение (18.1).

Утверждение 18.1. Пусть (18.2) имеет n различных корней kj (вообще говоря, комплексных). Тогда функции 

	yj = exp(kj x)		(18.3)

образуют фундаментальную систему решений. При этом комплексным корням (+(i и (-(i соответствуют действительные частные решения

	y = exp((x) sin((x) и	y = exp((x) cos((x).	(18.4)

В общем случае, корню k характеристического уравнения кратности m отвечают m частных решений вида

	exp(kx), x exp(kx), ... , xm exp(kx)

Пример. Уравнение свободных упругих колебаний при наличии сопротивления, пропорционального скорости, имеет вид

	� EMBED Equation.2  ��� 	(n > 0)	(18.5)

Рассмотрим случай, когда n<a. Тогда корни характеристического уравнения будут равны

	� EMBED Equation.2  ���.		(18.6)

Им соответствуют действительные решения 

	y = exp(-nt) sin((t)   и	y = exp(-nt) cos((t),	(18.7)

где величина

	� EMBED Equation.2  ���.		(18.8)

есть частота колебаний.

Общее решение (18.5) записывают в виде

	y = A exp(-nt) sin((t+(0),	(18.9)

где (0 - начальная фаза колебаний.



19. Общие свойства линейных уравнений с постоянными коэффициентами.

20. Общая теория однородных линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

См. [3], c. 88

Будем рассматривать нормальные системы линейных дифференциальных уравнений вида:

	� EMBED Equation.2  ���	i = 1,2,..,n.	(20.1)

Система (20.1) называется однородной, если все fi (x) тождественно равны нулю. Будем предполагать, что все fi(x) и все aik(x) являются непрерывными функциями на некотором интервале. 

Введем матрицу A(x)=[aik(x)] коэффициентов системы, столбцы f и y из функций fi и искомых функций yi. Тогда систему (20.1) можно записать в виде одного уравнения:

	y’ = A(x)y + f(x).		(20.2)

Рассмотрим более детально однородное уравнение

 	y’ = A(x)y.		(20.3)

Пусть имеется n решений y1,...,yn уравнения (20.3). Составим из этих столбцов матрицу W(x). Эта матрица будет, очевидно, решением матричного уравнения

	W’ = A(x)W.		(20.4)

Обратно, если произвольная матрица является решением (20.4), то ее столбцы являются решениями исходного уравнения (20.3).

Будем говорить, что столбцы матрицы W линейно зависимы, если существует постоянный ненулевой столбец С, такой, что

	WC ( 0.		(20.5)

В противном случае, т.е. если из (20.5) следует С = 0, будем говорить, что столбцы матрицы W линейно независимы.

Назовем ((x)=det W(x) определителем Вронского для системы решений y1,...,yn. 

Теорема 20.1. Определитель Вронского либо тождественно равен нулю, либо не обращается в ноль ни водной точке.

21. Фундаментальная система решений и общее решение для линейной однородной системы уравнений. 

Фундаментальной системой уравнения (20.3) будем называть n линейно независимых решений y1,...,yn  этого уравнения, а составленную из них матрицу W будем называть фундаментальной матрицей.

Теорема 21.1. Линейная однородная система уравнений имеет фундаментальную матрицу.

Теорема 21.2. Если W(x) - фундаментальная матрица, то любое решение уравнения (20.3) представимо в виде

	y(x) = W(x) C,		(21.1)

где С - некоторый постоянный столбец.

22. Решение неоднородной системы уравнений.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (20.2).

Теорема 22.1. Если W(x) - фундаментальная матрица, а y*(x) - частное решение неоднородного уравнения (20.2), то любое решение этого уравнения представимо в виде

	y(x) = W(x) C + y*(x),		(22.1)

где С - некоторый постоянный столбец.





23. Построение фундаментальной системы решений для системы уравнений с постоянными коэффициентами в случае некратных корней характеристического уравнения.



24. Построение фундаментальной системы решений для системы уравнений с постоянными коэффициентами в случае кратных корней характеристического уравнения.

Часть 4. Исследование устойчивости задачи Коши

25. Основные понятия теории устойчивости. Устойчивость решений линейной системы.

Решение {yi= yi(t), i=1,2,...,n}, соответствующее начальным условиям

	� EMBED Equation.2  ���,		(25.0)

нормальной системы дифференциальных уравнений вида 

	� EMBED Equation.2  ���		 (25.1)

называется устойчивым по Ляпунову, если для любого (>0 можно найти (=((()>0, такое, что из системы неравенств 

	� EMBED Equation.2  ���		 (25.2)

будут следовать неравенства 

	� EMBED Equation.2  ���		 (25.3)

для всех t ( t0 , где решение {xi= xi(t), i=1,2,...,n} соответствует начальным условиям

	� EMBED Equation.2  ���,		 (25.4).

Устойчивое решение {yi= yi(t), i=1,2,...,n} называется асимптотически устойчивым, если можно найти число (>0 такое, что из неравенств (25.2) будут следовать неравенства

	� EMBED Equation.2  ���   при	t ( (.	 (25.5)

Ассимптотически устойчивое решение называется вполне устойчивым, если (25.5) выполняется независимо от начальных условий на xi(t).

Исследование на устойчивость некоторого решения y* системы (25.1) может быть заменой переменных вида

	x = y - y*		(25.6)

сведено к исследованию на устойчивость тривиального решения - точки покоя x=0, расположенной в начале координат.



26. Исследование устойчивости решения системы по первому приближению.

27. Исследование устойчивости решения методом функций Ляпунова.

Будем предполагать, что система (25.1) имеет точку покоя в начале координат, т.е. что x(t)(0 является решением этой системы.

Теорема 27.1 (теорема Ляпунова об устойчивости). Если существует дифференцируемая функция v(x1,...,xn), удовлетворяющая в окрестности начала координат следующим двум свойствам:

	(1)  v(x)(0, причем v(x) = 0 ( x = 0;	(27.1)

	(2)  � EMBED Equation.2  ��� при t ( t0,	(27.2)

то точка покоя x = 0 устойчива. 

Если функция v(x) удовлетворяет условиям (27.1) и (27.2), причем вне сколь угодно малой окрестности начала координат, т.е. при

	|x| ( ( > 0,	t ( T0 ( t0

выполняется 

	� EMBED Equation.2  ���,		(27.3)

где ( - постоянная, то точка покоя x = 0 асимтотически устойчива. 

Функция v(x) называется функцией Ляпунова. Величина, стоящая в левой части (27.2), есть производная этой функции, взятая вдоль интегральной кривой.

Теорема 27.2 (теорема Четаева о неустйчивости). Если существует дифференцируемая функция w(x1,...,xn), удовлетворяющая в некоторой замкнутой окрестности начала координат следующим двум свойствам:

(1) в сколь угодно малой окрестности U начала координат существует область P, в которой w>0, причем w = 0 на лежащей внутри U части границы области P;

(2) в области P производная w вдоль интегральной кривой положительна:

	� EMBED Equation.2  ���,	(27.4)

причем для любого положительного ( в области {w ( (}

	� EMBED Equation.2  ���,		(27.5)

то точка покоя x = 0 неустойчива.

28. Исследование траекторий в окрестности точки покоя.

Исследуем расположение траекторий в окрестности точки покоя (0,0) системы двух линейных однородных уравнений:

	� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���.	(28.1)	

Будем считать, что det A = det [ai,j] ( 0. Найдем корни k1 и k2 характеристического уравнения 

	det (A-kE) = k2 - (a11 + a22)k + (a11a22 - a21a12) = 0.	(28.2)

Рассмотрим следующие случаи

(1) Корни k1 и k2 действительны

	(1а) k1 < 0, k2 < 0; точка покоя называется устойчивым узлом;

	(1b) k1 > 0, k2 > 0; точка покоя называется неустойчивым узлом;

	(1c) k1 > 0, k2 < 0; точка покоя также неустойчива и называется седлом;

(2) Корни k1 и k2 комплексны: k1,2 = p ( qi, q ( 0

	(2a) p < 0; точка покоя называется устойчивым фокусом;

	(2b) p > 0; точка покоя называется неустойчивым фокусом;

	(2c) p = 0; точка покоя устойчива (но не асимптотически) и называется центром;

Часть 5. Уравнения в частных производных первого порядка

29. Линейные уравнения в частных производных первого порядка.

См. [2], c. 241; [3], c. 209; [4], c. 330

Пусть искомая функция z зависит от нескольких независимых переменных: 

	z = z(x1,...,xn).		(29.1)

Уравнение, связывающее искомую функцию, независимые переменные и частные производные от искомой функции, называется уравнением с частными производными.

Линейное однородное уравнение в частных производных первого порядка имеет следующий общий вид:

	� EMBED Equation.2  ���,	(29.2)

где X1,...,Xn - непрерывно дифференцируемые в рассматриваемой области функции переменных x1,...,xn.

Запишем соответвующую уравнению (29.2) систему уравнений в симметричной форме:

	� EMBED Equation.2  ���.		(29.3)

Утверждение 29.1. Левая часть любого первого интеграла системы (29.3) есть решение уравнения (29.2). Обратно, если z=f(x1,...,xn) является решением (29.2), то соотношение 

	f(x1,...,xn)=С		(29.4)

есть первый интеграл системы (29.3).



30. Квазилинейные уравнения в частных производных первого порядка.

Часть 6. Краевые задачи и задачи на собственные значения

31. Постановка краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений

Задачу построения частного решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего граничным условиям, будем называть краевой задачей.

К краевой задаче для системы дифференциальных уравнений второго порядка сводится задача определения траектории материальной точки массы m, вышедшей в начальный момент t0 из заданной точки r0, попадающей в момент t1 в точку r1 и движущегося между этими точками по закону

	� EMBED Equation.2  ���.		(31.1)

В дальнейшем будем рассматривать краевые задачи на отрезке [0;l] для линейных дифференциальных уравнений второго порядка

	� EMBED Equation.2  ���,	(31.2)

где функции g(x), h(x), f(x) непрерывны на [0;l]. Введем функцию

	� EMBED Equation.2  ���		(31.3)

и заметим, что 

	� EMBED Equation.2  ���.	(31.4)

Тогда, умножая (31.2) на p(x) , получим

	� EMBED Equation.2  ���,	(31.5)

где 

	q(x) = - p(x) h(x)     и 	f(x) = p(x)f1(x).	(31.6)

Краевые задачи для уравнения (31.5), как правило, ставятся с линейными граничными условиями вида

	� EMBED Equation.2  ���, 	� EMBED Equation.2  ���,	(31.7)

где (i, (i - заданные числа, не равные одновременно нулю. Если (=0, то соответствующее граничное условие называется условием первого рода; Если (=0 - условием второго рода.

32. Формула Грина. Построение решений краевой задачи с помощью функции Грина.

См. [3], c.109;

Пусть функции y(x) и z(x) удовлетворяют соответственно уравнениям

	L[y] = f(x)           и 	L[z] = g(z).	(32.1)

Умножая первое из них на z, а второе на y и вычитая почленно, получим

	� EMBED Equation.2  ���.	(32.2)

Соотношение (32.2) называется тождеством Лагранжа, а его интегральная форма называется формулой Грина:

� EMBED Equation.2  ���.	(32.3)

Из (32.2) следует, что если y1 и y2 - два линейно независимых решения однородного уравнения 

	L[y] = 0,		(32.4)

то они удовлетворяют соотношению

	� EMBED Equation.2  ���,		(32.5)

т.е. определитель Вронского для этой системы решений имеет вид

	� EMBED Equation.2  ���.		(32.6)

Если известно одно частное решение y1, соотношение (32.6) позволяет найти любое линейно независимое с ним частное решение y2, а следовательно, и общее решение.



33. Существование функции Грина. Постановка краевой задачи при существовании решения однородной краевой задачи.

34. Обобщенная функция Грина и представление решения краевой задачи с ее помощью.

35. Задача Штурма-Лиувилля и ее свойства.

См. [3], c.123;

Задача на собственные значения, или задача Штурма-Лиувилля, для линейного уравнения второго порядка заключается в нахождении тех значений параметра (, при которых на [0;l] существуют нетривиальные решения однородного уравнения 

	L[y]+(((x)y(x)=0,		(35.1)

удовлетворяющие однородным граничным условиям

	� EMBED Equation.2  ���, 	� EMBED Equation.2  ���.	(31.7)

Значения ( называются собственными значениями данной задачи, а соответствующие функции y(x) - собственными функциями.

Утверждение 35.1. Существует счетное множество {(n} собственных значений и соответствующая им последовательность {y(x)} собственных функций.

Утверждение 35.2. Каждому собственному значению соответствует с точностью до константы одна собственная функция.

Утверждение 35.3. В случае граничных условий y(0)=y(l)=0 и при условии q(x)(0 все собственные значения краевой задачи положительны.



36. Редукция задачи Штурма-Лиувилля к интегральному уравнению.

37. Решение однородного интегрального уравнения с симметричным ядром. Теорема Стеклова.

38. Поведение решений задачи Штурма-Лиувилля при х(0 если р(0)=0.

39. Уравнение Бесселя.

Уравнение Бесселя порядка n

	� EMBED Equation.2  ���		(39.1)

40. Собственные функции краевой задачи для уравнения Бесселя.

Часть 7. Вариационное исчисление

41. Понятие функционала и его вариации. Постановка вариационной задачи. Необходимое условие экстремума.

42. Основная лемма вариационного исчисления. Уравнения Эйлера.

43. Функционалы, содержащие уравнения порядка выше первого. Необходимые условия экстремума.

44. Многомерные вариационные задачи.

45. Вариационные задачи на условный экстремум. Метод множителей Лагранжа.

Дифференциальные уравнения - 2-й курс ВМиК
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